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Resumen

Un grafico de recurrencia simbélico de una serie vectorial de R™ es una representacion en
el plano de los simbolos recurrentes de su correspondiente serie de simbolos de S,,. Este grafico
puede ser coloreado si en su representacién distinguimos con un color distinto los diferentes
simbolos recurrentes de .S,,.

En este trabajo, ademas de visualizar graficos de recurrencia simbélicos coloreados, se definen
medidas sobre estos graficos que cuantifican las distintas estructuras que estan presentes y que
toman valores en rangos distintos segin la dindmica de la serie que se estudie. Una de estas
medidas es la proporcion de puntos recurrentes que toma valores significativamente distintos si
se calcula para el grafico de recurrencia simboélico de una serie dependiente o para el de una

serie independiente.

1. Introduction

Los gréaficos de recurrencia y sus andlisis cuantitativo son una herramienta tutil para estudiar y
comprender el comportamiento de un sistema dindmico a través de series temporales generadas por
el mismo, y son especialmente interesantes cuando el sistema generador de la serie es no lineal.

Los graficos de recurrencia fueron propuestos por Eckmann et al. ([2]) y para construirlos, es
preciso, dada una serie temporal real o vectorial, fijar el valor de un parametro € > 0; de modo que
estos graficos pueden variar segiin este valor fijado a priori. Para cuantificar las estructuras mas im-
portantes que aparecen en un grafico de recurrencia, Zbilut y Webber [5, 4] y méas tarde Marwan [3]
desarrrollaron una serie de medidas recogidas en el Andlisis Cuantitativo de la Recurrencia (RQA).
Estas medidas han sido usadas por los investigadores para detectar distintos comportamientos di-
namicos a partir de las estructuras recurrentes existentes en estos graficos.

En este trabajo, nosotros trabajamos con los gréficos de recurrencia simbodlicos, nos interesa
cudndo y cudntas veces las componentes de los elementos de una serie temporal vectorial estan
ordenadas segtin el mismo patrén y qué estructuras y cudntas aparecen en estos graficos. Para
ello, comenzamos fijando la notacién béasica que vamos a utilizar para pasar en la secciéon tercera a
definir matriz simbélica coloreada y su visualizanciéon en el plano, es decir, su grafico de recurrencia
simbolico (coloreado). Ademas, ilustramos con distintos ejemplos como estos gréficos de recurrencia
simbolicos, en particular los coloreados, nos informan del comportamiento dindmico de la serie

temporal vectorial que represetan. Se definen medidas a partir de la informacioén proporcionada por



estos graficos en la seccién cuarta para pasar a utilizarlas con el fin de distinguir cambios en el

modelo generador de los datos que se estudian.

2. Preliminares y notacién

Para un entero positivo m > 2 denotamos por S, el grupo simétrico de orden m!, esto es el
formado por todas las permutaciones del conjunto {1,2,---m}. Cada elemento m = (i1,42,...,0m) €
Sy, es un simbolo.

Sea un subconjunto X C R™, se define la aplicacion:
s: X — S,

que asigna a cada elemento T € X el simbolo de S,, que da el orden de sus componentes en el

conjunto de los niimeros reales, y tal que si dos o mas componentes de T son iguales el orden viene

dado por su orden de colocacién en la m—upla. El simbolo asignado a Z se dice que es su tipo.
Definicién: Se dice que un vector de T € R™ es de tipo m € Sy, si y solo si, m = (i1,42, ..., im)

es el inico simbolo que satisface las siguientes condiciones:
a) Tiy < Ty < < T,y

b) T < ig if Ti,_, = X

s-

La condicion (b) garantiza la unicidad del simbolo 7 asignado al vector Z. La aplicacion s transforma
cada T € R™ en un simbolo.

Se define la funcion indicador I : X x X — S,,, como

1 if s(z) = s(y)
I1(z,7) = : (1)

0 en otro caso

esta funcion I(Z,y) vale 1 siempre que el orden de las componentes de T e g sea el mismo.
En particular, si {2;},_, es una serie temporal unidimensional, que es la realizaci6n de un proceso

estocastico real, y m > 2 se puede construir una serie vectorial cuyos elementos son de la forma

Ty = (xt> Lt41y ey xt+(m—1))> (2)

se dice que la serie temporal {Z;};" ; se ha obtenido al embeber la serie temporal unidimensional en
un espacio m—dimensional (R™), con n =T —m + 1, donde cada T; es una m—historia y m es la
dimension embedding. Luego si X = {T:};_; es la serie vectorial embebida, aplicacién s transforma

la serie vectorial de m—historias en una sucesion de simbolos.



3. Representando la funcién indicador /(-,-): Grafico de recurrencia
simbdlico
Dada una serie temporal vectorial en R, la funcion indicador I(-,-) informa sobre cuéndo y
m
cuantas veces la serie temporal visita cada una de las m! zonas de R™ determinadas por los < )
2

hiperplanos, definidos por la igualdad de las componentes tomadas de dos en dos ({(z1,...,x,) €
R™ :2; = x;}.
Si tenemos una serie temporal vectorial {Z;};" ;, con T; € R™, al igual que para los gréaficos de

recurrencia clésicos, se puede definir una matriz S € M,, donde

L 1 sis(z;) = s(xj)
Si' :I(JEI’ .CL') =
J » Lj
0 en otro caso
con i,j = 1,2,...,n. Cuando S;; = 1, se dice que T; y T; son recurrentes. Esta es la matriz de
. . L1 . . . —n

recurrencia simbolica correspondiente a la serie vectorial {Z;};" ;, que puede ser representada en
el plano, donde se coloca un punto en la posicién (4,j) cuando S;; = 1 y cuando S;; = 0, la
posicion (4, j) estard vacia. Un grafico de recurrencia simbolico supone la representacion de la funcion
indicador I(-,-).

Si distinguimos entre los distintos simbolos estos graficos pueden colorearse asignando a cada

simbolo un color distinto. En este caso la matriz simboélica coloreada se definiria como:

Sii = I(@s,7;) = {si si s(z;) = s(z)

0 en otro caso
donde s; es el namero asignado al simbolo s(Z;), con 4,7 = 1,2,...,n y cuya representacion en el
plano situarfa un punto en (4, j), cuyo color dependera del simbolo S;; = s; y que cuando S;; = 0,
la posicion (i, j) estard vacia. Estos graficos se llaman grdficos de recurrencia simbdlicos coloreados.

Ejemplos de la utilidad de los gréaficos de recurrencia simbélicos se muestran a continuacién.
Para ello, a partir de una serie temporal real, elegido un valor de la dimensiéon embedding m, se ha
embebido la serie real en R" construyendo una serie vectorial. Este procedimiento ha sido aplicado
a varias series reales generadas por distintos modelos dindmicos. En todos los casos se ha partido
de una serie temporal real de 1000 datos y se ha construido la serie vectorial en R*

Para obtener la Figura 1 se ha utilizado una serie temporal procedente de un sistema dindmico
tridimensional continuo y auténomo ([1]), se trata de la componente x de una orbita periodica.
A partir de ella, se obtiene la vectorial y su correspondiente serie temporal de simbolos. Podemos
observar la importancia del color, en la Figura 1(a) se utiliza el mismo color para todos los simbolos
recurrentes, mientras que en la Figura 1(b) se usan diferentes colores para los diferentes simbolos
recurrentes y el gréfico indica que la serie de simbolos estd mayoritariamente formada por dos

simbolos distintos.
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(a) serie periodica (b) serie periddica

Figura 1: Gréficos de recurrencia simbolico correspondientes a una serie peridédica. En la Figura 1(a) a todos
los stmbolos recurrentes se le asocia el mismo color. En la Figura 1(b) distintos simbolos recurrentes, distinto

color.

La Figura 2(a) muestra el grafico de recurrencia simbdlico para una serie temporal i.i.d (AV(0,1))
y la Figura 2(b) es el grafico de recurrencia simbolico de una serie temporal AR(1).

Analogamente, La Figura 3(a) muestra el grafico de recurrencia simbdlico para una orbita del
sistema dinamico ([0, 1], f(xz) = 4z(1 — x)). Por ultimo, para el grafico de la Figura 3(b), hemos
generado una serie a partir del sistema dinamico ([0, 1], f(z) = az(1 — x)) variando el parametro a
cada cien datos.

A diferencia de los graficos de recurrencia clasicos ([2]), en los que a priori hay que fijar un valor
€ > 0 y una dimensién embedding m para embeber la serie real, de modo que dos m—historias son
recurrentes cuando estin a una distancia menor que € > 0, en un grafico de recurrencia simbdlico
solo hay que fijar la dimensiéon embedding a priori puesto que la recurrencia de dos m—historias

ocurre cuando tienen el mismo patrén de orden en sus componentes.

4. Medidas en graficos de recurrencia simbdlicos

En esta seccion se van a definir distintas medidas relacionadas con los graficos de recurrencia

simbolicos de una serie temporal vectorial.

= Proporcion de puntos recurrentes en un grafico de recurrencia simbélico:

Se trata de la proporciéon de parejas de elementos de la serie vectorial que son recurrentes:

], n
RECS = — > Sy,

ij=1



(a) serie N(0,1) (b) serie AR(1)

Figura 2: La Figura 2(a) es el grafico de recurrencia simbolico correspondiente a una serie iid y la Figura

2(b) es el grafico correspondiente a un modelo autorregresivo x; = 0, 8x;—1 + €.
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(a) logistica, parametro=4 (b) logistica, parametro variable

Figura 3: Grafico de recurrencia simbolico para 2y = axy—1(1 — 24—1) con condicién inicial zg = 0,15



Es una medida de la densidad de los pares de m—historias que tienen el mismo simbolo (son
del mismo tipo) de entre la totalidad de los pares de elementos de la serie vectorial. Esta

definicién se corresponde con la del estimador de la correlaciéon integral simbdlica.

La Tabla 1 muestra el valor de esta proporcién de puntos recurrentes en los graficos de recurren-
cia simbolicos de la seccion anterior y también en los graficos cuando se realiza el embedding

de las series reales en R? y en R*:

Tabla 1: Proporciéon de puntos recurrentes en un grafico de recurrencia simbolico

Modelo RECS, m=3| RECS, m=4
Periodica (Figura 1) 0,4915 0,4576
N(0,1) (Figura 2(a)) 0,1667 0,0417
AR(1) (Figura 2(b)) 0,1774 0,0523
xpy1 = 4 (1 — x4) (Figura 3(a)) 0,2566 0,1162

Los valores obtenidos para las series deterministas, correspondientes a las Figuras 1 y 3(a),
son sensiblemente mayores que los correspondientes a las series no determinstas. En relacion
a estas ultimas, también podemos observar que mientras los valores de la serie i.i.d. estén
cercanos a 1/3!'y 1/4! para m = 3 y m = 4, respectivamente, los correspondientes a la serie

AR(1) son ligeramente mayores.

Proporcién de puntos recurrentes asignados a un simbolo:

Se trata de medir la densidad de la recurrencia de un simbolo de S,,, respecto del total de

pares de la serie vectorial. Si llamamos 7 a un simbolo cualquiera de S,

RECS(x) = 25 3" S5(r),

ij=1
donde solo se tienen en cuenta los S;; = 1 que tienen asignado 1 cuando s(z;) = s(T;) = 7.
Basta para calcular esta medida utilizar los gréficos de recurrencia de las series utilizadas

en la secciéon anterior embebidas en R3, debido a que en S3 hay 6 simbolos mientras que, si

utilizamos los graficos de recurrencia de la serie embebida en R?* el namero de simbolos es 24.

Los resultados que se recogen en la Tabla 2 nos indican que si la serie es periodica, tal como
nos mostraba la Figura 1(b), la mayor proporcion de recurrencias ocurren en 3—historias cuyos
tipos son los correspondientes a los simbolos denotados como 7 y 7g, y el nimero de estados
recurrentes de los restantes tipos son muy pocos. Si nos fijamos en los resultados correspon-
dientes a la Figura 3(a), vemos que no aparece uno de los simbolos, siendo las 3—historias del

tipo 71 la que presentan, con diferencia, el mayor ntmero de estados recurrentes.



Tabla 2: Tasa de recurrencia simbélica de cada uno de los simbolos

Peri6dica N(0,1) AR(1) Tep1 = 4w (1 — xy)

(Figura 1) (Figura 2(a)) | (Figura 2(b)) (Figura 3(a))
RECS(m) 0,3564 0,031 0,0484 0,1372
RECS (1) || 9,0452 - 1010 0,0256 0,0207 0,0036
RECS(r3) || 3,0151-105 0,0275 0,0179 0,0156
RECS(ry) || 1,3266-10~4 0,0243 0,0190 0,0357
RECS(ms) 5,628 -107° 0,0265 0,0161 0,0646
RECS(mg) 0,1343 0,0313 0,0553 0

Para las Figuras 2(a) y 2(b) los resultados muestran que mientras que cuando la serie es i.i.d.
la recurrencia a los distintos simbolos es mé&s o menos igual, en el caso del la serie generada
por un modelo AR(1), alguno de los simbolos llega a cuadriplicar las recurrencias del simbolo

que menos recurrencias tiene.

Lineas verticales:

Se trata de la proporcién de puntos recurrentes que forman lineas verticales en un gréafico de

recurrencia simboélico.

Una linea vertical de longitud v en un grafico de recurrencia simbolico, que comienza en el
momento t correspondiente al estado T; cuyo tipo viene dado por el simbolo s(Z;), ocurre
cuando Sjj4+r = 1 para k =0,1,...,v — 1; ademas la linea tiene el mismo color (analogamente
se podrian definir lineas horizontales). Se tiene una linea vertical cuando al menos hay dos
simbolos recurrentes formandola, luego la longitud minima para considerar linea vertical sera
Umin = 2.

La Tabla 3 muestra los valores de esta medida para los Figuras de la Seccion 3. Se observa
que los valores correspondientes a las series dependientes son sensiblemente mayores que el
correspondiente a la serie i.i.d. Ademas, estas estructuras son mayores cuanto mas determinista
es la serie (entendiendo por mas determinismo cuando el horizonte de prediccion es mayor),

por ello es mayor cuando la serie es periddica que cuando es una érbita cadtica.

2 v=ugy VP ()

VS = n ,
Zz’,j:l Sij

» Longitud media de las lineas verticales:

EZZUH\{I) UP(U)
e Pv)

7

TS =



Tabla 3: Proporcién de puntos recurrentes que forman lineas verticales

Modelo VS

Periodica (Figura 1) 0,9985
N(0,1) (Figura 2(a)) 0,03807
AR(1) (Figura 2(b)) 0,2283

xpp1 = 4oy (1 — x4) (Figura 3(a)) | 0,284

y da el tiempo seguido medio que la serie vectorial permanece en una de las m! porciones en

las que queda dividido R™ cuando se considera la serie de simbolos. En la Tabla 4 podemos

Tabla 4: Longitud media de las lineas verticale

Modelo TS
Periodica (Figura 1) 26,097
N(0,1) (Figura 2(a)) 2,331
AR(1) (Figura 2(b)) 2,761
ziy1 = 4(1 — x¢) (Figura 3(a)) | 3,125

ver los valores que toma esta medida en los graficos de las series de la seccion 3. Los resultados
indican que la serie vectorial correspondiente a la serie real periédica tiene el mayor tiempo
medio de permanencia en una de las zonas de la particion hecha de R* por el conjunto de

simbolos S4 y el menor le corresponde a una serie i.i.d.

5. Grafico de recurrencia simbélico y cambio estructural

Teniendo en cuenta cémo se comportan las medidas vistas en la seccién anterior sobre distintos
tipos de datos, éstas podrian ayudarnos a distinguir cambios estructurales en la dindmica del sistema
del cual procede la serie que se estudie.

Para ello hemos generado dos series de longitud 1000 obtenidas de dos modelos cuyos pardmetros
han cambiado en algtin momentos a lo largo del periodo temporal y hemos procedido de la siguiente
manera: A partir de la serie unidimensional se han tomado subseries de longitud fijada k, tal que
dos subseries consecutivas tienen en comdn un niimero de elementos también fijado, cada subserie se
ha embebido en R* y hemos calculado la proporcion de puntos recurrentes del grafico de recurrencia
simbolico correspondiente a cada una de las subseries, de modo que cuando haya un cambio en el

valor de ésta serd debido a un cambio en los pardmetros del modelo de que proceden los datos.



El primer conjunto de datos que se ha utilizado ha sido el correspondiente a la Figura 3(b).
La serie de 1000 datos se ha generado a partir del sistema dindmico determinista ([0, 1], f(z) =
ax(1—x)), variando el parametro a, que toma los valores 3+0,1-4 con ¢ = 1,2, ..., 10. De esta serie
se van tomando subseries de 100 elementos, de modo que dos subseries sucesivas tienen en comin
90 elementos, y se construye la serie vectorial embebida en R*. Para cada uno de estos graficos de
recurrencia se calcula la proporciéon de puntos recurrentes. La Figura ?? informa que los parametros
del sistema generador de datos han debido de cambiar puesto que la dindmica del mismo cambia

puesto que la proporciéon de puntos recurrentes cambia sensiblemente.
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Figura 4: Evoluciéon de la medida RECS

Hemos procedido de modo anélogo con una serie real de longitud 1000, de los que los primero
500 datos han sido generados con el modelo x; = 0,8x:_1 + e; con una condicién inicial aleatoria y
donde e; N(0,1). Los otros 500 datos de la serie se generan con el modelo 2y = 0,3z;—1 + ¢;. En la
Figura se puede observar el comportamiento de la proporcién de puntos recurrentes de los gréaficos
de recurrencia en R* de subseries de longitud 100. Las primeras subseries vectoriales estan formadas
por elementos de la serie real generados por el primer modelo, vemos que a partir del valor 41-42
de RECS hay un cambio significativo en los valores de esta medida (ya los tltimos elementos de
la subserie vectorial 42 estdn generado por el segundo modelo). Todo ello puede observarse en la

Figura 5

6. Conclusiones

Este es un trabajo descriptivo para estudiar series temporales y se encuentra en la fase inicial.

Sin embargo, por una parte tenemos que resaltar que los graficos de recurrencia simboélicos informan
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Figura 5: Evoluciéon de la medida RECS

sobre la dindmica de la serie real y no es preciso fijar un valor a priori € necesario en los graficos de
recurrencia clasicos y por otra, los resultados obtenidos en las secciones 4 y 5 nos invitan a seguir
profundizando en estos graficos de recurrencia y en la medidas elaboradas. También tenemos que
senalar que en la dltima secciéon solo hemos utilizado la medida proporciéon de puntos recurrentes
para detectar cambios de dindmica y es posible que otras medidas puedan dar mejores resultados.
Para finalizar diremos que tanto los graficos de recurrencia simboélicos como estas medidas seran
aplicadas para estudiar otros aspectos de las serie temporales, como causalidad y sincronizacién de

series.
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