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XII Enuentro de Eonomía Apliada (Madrid, 4-6 Junio 2009) 21. IntroduiónBierwag y Khang (1979) probaron que la inmunizaión puede desribirse omo unaestrategia de maximizaión a lo largo de los estados de la naturaleza, donde el objetivodel inversor es garantizar un rendimiento mínimo durante el horizonte de plani�aión.De auerdo on Dantzig (1971), esta soluión máxima se puede enontrar resolviendoun problema de programaión lineal equivalente que depende de la hipótesis sobre laEstrutura Temporal de los Tipos de Interés, en adelante ETTI.Uno de los resultados más importantes que oniernen al desarrollo de estrategias deartera ontra el riesgo de tipo de interés es el llamado Teorema de Inmunizaión GlobalDinámia enuniada por Khang (1983). Según esta teoría, para garantizar el valor �nalde la artera al �nal de un periodo de tiempo, independientemente de los ambios de lostipos de interés, la estrategia óptima es aquella que iguala el horizonte de plani�aióna la duraión de Maaulay1 de la artera, en ada momento. Dada la naturaleza de laduraión de una artera, esta estrategia impliaría un ontinuo reajuste de la misma.De ualquier forma, la optimalidad de esta estrategia está basada en algunos supuestos,entre los que se inluyen:a. La estrutura de los tipos de interés tiene ambios paralelos. Es deir, si la estruturaambia de g(t) a g∗(t, α), entones:
g∗(t, α) = g(t) + α (2)b. No hay ostes de transaión. Es un supuesto muy importante ya que si hubiese ostesde transaión, y éstos fuesen muy elevados, el reajuste ontinuo de la artera seríainviable.. Los rendimientos de los bonos dependen úniamente del tipo de interés vigente, sintener en uenta la existenia de algún riesgo de inumplimiento.El primero de los supuestos elude el problema del riesgo de infraestimaión delomportamiento de la estrutura, llamado Riesgo de Inmunizaión, ver Fong y Vasiek(1983).Con respeto a la hipótesis de la ausenia de ostes de transaión, resulta ruialen un ontexto dinámio, ya que si se tienen en uenta los ostes de transaión, la1La duraión de Maaulay de un ativo es una media ponderada de la rentabilidad del bono en adainstante, donde la ponderaión se elije omo las desviaiones de ada instante on respeto al iniial:

dit =

∑i

s=1
(ts − t0)Cupon · Precio

∑i

s=1
Cupon · Precio

(1)En un bono upón ero la duraión sera exátamente igual al venimiento.



XII Enuentro de Eonomía Apliada (Madrid, 4-6 Junio 2009) 3estrategia del reajuste ontinuo podría no ser óptima dados los ostes tan elevados queimpliaría.Además, dado el terer supuesto, no se onoen análisis en el ontexto de bonos ondistintas ali�aiones reditiias y, por tanto, on riesgo de inumplimiento positivo,asoiado a los bonos. Este análisis puede no resultar relevante en tiempos de bonanza,sin embargo, puede resultar ruial en situaiones de risis �naniera, en las que son almenos probables las quiebras de las entidades emisoras.El modelo de seleión desrito a ontinuaión trata de obtener el patrón de reajusteóptimo que asegura un valor mínimo de la artera, independientemente de los ambiosen los tipos de interés. Este modelo permite la introduión de ostes de transaión,tanto �jos omo variables, y ontempla distintas ali�aiones reditiias para los bonos.De esta forma, el tomador de deisiones obtiene la artera óptima teniendo en uentael riesgo asoiado a la probabilidad de quiebra o inumplimiento de la entidad emisorade ada bono y el peso que él mismo atribuye a ese riesgo. El riesgo es inorporadoen el modelo mediante un programa de programaión estoástia basado en análisis deesenarios.Los modelos de programaión estoástia han sido propuestos y ampliamente es-tudiados desde los años 1950 por autores omo Dantzig (1955), Beale (1955), Charnesand Cooper (1959) entre otros. Ellos propusieron una visión estoástia reemplazan-do la tradiional visión determinista, donde los oe�ientes o parámetros iniertos sononsiderados omo variables aleatorias uyas onoidas o estimadas distribuiones deprobabilidad son independientes de las variables de deisión. A partir de esos años, elimpresionante avane y desarrollo de los métodos omputaionales hae que problemasde programaión matemátia de grandes dimensiones sean e�ientemente resueltos; verpor ejemplo los trabajos de Lustig et al. (1991), Bixby et al. (1992), Levkovitz andMitra (1993) o Mulvey et al. (1995) entre otros. Son estos avanes los que han hehoque progresivamente las ténias propias de programaión estoástia sean apliadas aproblemas �nanieros de la vida real.La programaión estoástia proporiona un �exible esquema de modelizaión, a-paz de apturar aspetos de los problemas reales tales omo ondiiones de balane,ostes de transaión, aversión al riesgo, limitaiones sobre número o grupos de ativosa onsiderar, et. Sin embargo, los modelos de optimizaión generados se vuelven intra-tables uando se ombinan un elevado número de variables, en partiular si se trata devariables 0-1, on una explosión exponenial de esenarios. Es en este aso, uando sonneesarios tanto los proedimientos de desomposiión del problema omo las téniasde reduión del número de esenarios.El trabajo se organiza omo sigue. La Seión 2 introdue el onepto de riesgoasoiado a los ativos de renta �ja. La Seión 3 desribe el modelo estátio adaptativopropio de la programaión determinista. A lo largo de la Seión 4 se detallan loselementos araterístios del modelo estoástio, que es introduido en la Seión 5. Un



XII Enuentro de Eonomía Apliada (Madrid, 4-6 Junio 2009) 4aso de estudio es presentado en la Seión 6. La Seión 7 presenta una modelizaiónde la aversión al riesgo del inversor, y �nalmente, la Seión 8 onluye.2. El riesgo asoiado a la renta �jaConsideremos un inversor que desea invertir una antidad I0 (unidades monetarias,euros, et.), en un merado on n bonos upón distintos, on distinto riesgo de inum-plimento. Esto se debe a que en el mundo real los ativos de renta �ja no son libresde algún tipo de riesgo omo se supone muhas vees. El riesgo en este aso tiene quever on la solvenia de las entidades emisoras, y por tanto, de los propios bonos. Parafailitar la notaión se inluyen las siguientes de�niiones:De�niión 1 La ali�aión reditiia, omúnmente más onoida on el angliismorating, es la lasi�aión de una determinada persona o empresa en uanto a su solven-ia omo deudora en la emisión de títulos a orto o largo plazo. Las agenias de ratingestudian on ierta periodiidad tanto a las ompañías emisoras de bonos, omo la si-tuaión de las propias emisiones y pueden ambiar una lasi�aión uando les parezaoportuno, para mejorarla o empeorarla.Si tomamos omo referenia el ranking del Standard&Poors, los bonos pueden ser:Cali�aiónCreditiia Calidad del bonoAAA Calidad reditiia más altaAA Calidad reditiia superiorA Calidad reditiia satisfatoriaBBB Calidad reditiia adeuadaBB EspeulativoB Altamente espeulativoCCC Muy altamente espeulativoCC Extremadamente espeulativoC Muy extremadamente espeulativoD Inumplimiento (quiebra) del prinipal, el interés,o ambosDe�niión 2 El inumplimiento, al que en el mundo �naniero se le onoe por elangliismo default, es el fallo en devolver el dinero prestado uando la feha ha venido,o uando se han llevado a abo los términos de un auerdo.El riesgo de inumplimiento, medido normalmente en términos de su probabilidad,está altamente relaionado on la ali�aión reditiia de ada entidad, en el instante de



XII Enuentro de Eonomía Apliada (Madrid, 4-6 Junio 2009) 5tiempo orrespondiente. Como ejemplo, se muestra a ontinuaión una tabla que repre-senta los riesgos de inumplimiento alulados omo probabilidades medias aumuladas,en %, (S&P Credit Week, April 15, 1996):Cali�aión Años desde emisiónCreditiia 1 2 3 4 5 7 10AAA 0.00 0.00 0.07 0.15 0.24 0.66 1.4AA 0.00 0.02 0.12 0.25 0.43 0.89 1.29A 0.06 0.16 0.27 0.44 0.67 1.12 2.17BBB 0.18 0.44 0.72 1.27 1.78 2.99 4.34BB 1.06 3.48 6.12 8.68 10.97 14.46 17.73B 5.12 11.00 15.95 19.40 21.88 25.14 29.02CCC 19.79 26.92 31.63 35.97 40.15 42.64 45.10De�niión 3 La tasa de reuperaión, a la que se referenia muhas vees omo reo-very rate, es la proporión del dinero adeudado que se ompromete a pagar el emisor alomprador en aso de inumplimiento.A modo de ejemplo, en el trabajo de Altman & Kishore (1996), se obtienen lossiguientes resultados para el periodo 1971-1995, tomando omo base las distintas indus-trias odi�adas por el ódigo internaional SIC:Tipo de industria Tasa de Reuperaión (%)Entidades públias 70.5Derivados del petróleo 62.7Casinos, hoteles, . . . 40.2Material de onstruión 38.8Teleomuniaiones 37.1Instituiones �nanieras 35.7Textil 31.7Produtos de madera, papel y uero 29.8Instalaiones de hospitales 26.5y enfermería3. Modelo estátio antiipativoRetomemos al inversor que desea invertir la antidad I0 (unidades monetarias, euros,et.), en un merado on n bonos upón distintos, on distinto riesgo de inumplimento.Las distintas omposiiones de la artera se onsiderarán estrategias del inversor.Se denota por Pi al preio de una unidad del ativo i, uando el tipo de interésvigente es rc, y por Zi al número de unidades de este ativo que se inluyen en la



XII Enuentro de Eonomía Apliada (Madrid, 4-6 Junio 2009) 6artera óptima. Por tanto, la estrategia del inversor onsiste en determinar un vetor,
(Z1, . . . , Zn), que debe umplir la ondiión de presupuesto, i.e.:

n
∑

i=1

ZiPi = I0 (3)Además, se asume, que justo después de la ompra de ada ativo seleionado enla artera, los tipos de interés pueden ambiar de su nivel atual rc a ualquiera delos valores rω : ω ∈ Ω al �nal del periodo de plani�aión, donde Ω es el onjunto deposibles esenarios futuros para los tipos de interés. Así, el valor de la artera al �naldel horizonte de plani�aión viene dado por la siguiente expresión:
n
∑

i=1

Ziv
ω
i (4)donde vω

i denota el valor �nal de una inversión de Pω
i unidades monetarias en el ativo

i, si el tipo de interés ambia de rc a rω.Denotando por V el valor �nal mínimo de la artera que el inversor quiere maximizar,el problema de seleión de la artera se puede modelizar omo:
máxV (5)sujeto a

n
∑

i=1

ZiPi = I0 (6)
n
∑

i=1

Ziv
ω
i ≥ V ∀ω ∈ Ω (7)

Zi, V ≥ 0 (8)Este modelo de seleión proporiona una artera que sólo está inmunizada ontrael riesgo de tipo de interés, al prinipio del horizonte temporal de plani�aión, enadelante HTP. Desafortunadamente, el omportamiento dinámio de la duraión de laartera supone que esta inmunizaión no está garantizada durante todo el periodo deplani�aión. Esta garantía sólo se onseguiría, si todos los ativos onsiderados fuesenupón ero on venimiento al �nal del HTP.Obsérvese que el modelo estátio (5)-(8) proporiona deisiones que no dependende los esenarios futuros de los tipos de interés. Una plani�aión prudente tendría,no sólo, que tener en uenta futuras �utuaiones de los parámetros iniertos, sino quedebería ser apar de adaptarse a ellas. Por todo ello, es neesario extender el mode-lo introduiendo dinámia en él. Tendremos que tener en uenta el aráter aleatorio



XII Enuentro de Eonomía Apliada (Madrid, 4-6 Junio 2009) 7de los tipos de interés y la inertidumbre que este heho onlleva. Propondremos unmodelo estoástio on reurso, ésto es, en el que las variables de deisión se ajustentemporalmente a la nueva informaión disponible en ada momento.4. Elementos del problemaConjuntos:
I, onjunto total de ativos, i, a inluir en la artera. |I| = n es el ardinal o númerode ativos disponibles. Sin pérdida de generalidad, se supondrá que hay n bonosupón de disitintas ali�aiones reditiias disponibles en t0, uyos venimien-tos serán t1, t2,. . . , tl,. . . , tn respetivamente; los pagos de upón se dan en losmomentos de reajuste.
J , onjunto total de lases de ativos de renta �ja onsiderados. Es deir, es el onjuntode ali�aiones reditiias diferentes onsideradas.
Ij, onjunto de ativos que perteneen a la lase j, Ij ⊂ I, tal que I = ∪j∈J Ij,

Ij ∩ Ig = ∅, j, g ∈ J : j 6= g.

T , onjunto de periodos de venimiento o madurez, ti, donde ti es el periodo de madurezdel bono i, donde i = 1, . . . , n, más el periodo iniial t0. |T | = T es el periodo�nal y oinide on el valor máxi∈I ti o periodo de venimiento más largo.El onjunto T es la disretizaión o partiión del horizonte temporal que se on-sidera partiionado en n intervalos de igual longitud h:
[t0, t1], . . . [tl−1, tl], . . . [tn−1, tn].Adiionalmente, el onjunto de ativos estará ordenado en relaión a esta disre-tizaión, de manera que ti ≤ ti−1,∀i ∈ I.

k, número de etapas de deisión, en las que se realiza el reajuste de la artera. Laartera iniial se onstituye en k = 0, es deir al omienzo del intervalo, [t0, t1],y se reajusta al prinipio de ada uno de los intervalos siguientes, es deir, alprinipio del intervalo [tl, tl+1]. El instante que determina la última deisión será
tk.

Ω, el onjunto de esenarios onsiderados, en este aso muestran distintas situaionesonjuntas para los tipos de interés y para las probabilidades de inumplimiento.
|Ω| denota el número de esenarios.
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I0, presupuesto iniial de inversión.
Fi, valor nominal del ativo i, para i ∈ I.
ti, periodo de madurez o venimiento del ativo i, para i ∈ I.
α, porentaje del volumen negoiado, que representa los ostes de transaión que afe-tan a ada reajuste. Además se onsidera que el nominal y los pagos de upón nogeneran ostes de transaión.
P0,i, preio unitario del merado del ativo i, al omienzo del horizonte temporal deplani�aión, para i ∈ I.
ci, upón del ativo i.
Cτ,i,= Ci(τ), orriente de pagos generada por una unidad del ativo i en el periodo detiempo τ , que se alula omo

Ci(τ) =











ci · h, τ < ti
Pi0 + ci · h, τ = ti
0, τ > ti

(9)donde h es la longitud onstante de ada subintervalo.
A, oe�iente relaionado on la aversión al riesgo de ada agente del merado, en esteaso del tomador de deisiones. Es la onstante que mide el miedo del inversorfrente al riesgo de inmunizaión. De forma que en aso de que A sea 0,el inversorno se va a preoupar de este riesgo, mientras que en aso de A positivo, uantomayor sea éste más se penalizarán las arteras on más riesgo de inmunizaión.
X+

t,i,X
−
t,i, volúmenes mínimos, orrespondientes al ativo i, que está permitido omprary/o vender en el periodo de tiempo t, respetivamente, para i ∈ I y t = t0, . . . , tk.

X
+

t,i,X
−

t,i, volmenes máximos, orrespondientes al ativo i, que está permitido omprary/o vender en el periodo de tiempo t, respetivamente, para i ∈ I y t = t0, . . . , tk.
F t,j , F t,j , valores nominales mínimos y máximos que están permitidos para ada lasede ativos j a mantener en la artera al �nal del periodo t, respetivamente, para

t = tj ∈ T : j ∈ J .
N, número máximo de lases de ativos que pueden formar parte de la artera enualquier periodo del horizonte de plani�aión.
N̂t, número máximo de ativos a ser negoiados en t, para t ∈ T .
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di, duraión del ativo i on venimiento en ti y on la adena de pagos dada por Ci(ts)para t ∈ T : to < t e i ∈ I. Calulado según Maaulay (1938):

di =

∑

t∈T (t − t0)Ci(t)P (Et0 [Rt,j ], t0, t)
∑

t∈T Ci(t)P (Et0 [Rt,j ], t0, t)
: i ∈ IjObservar que este onepto es independiente de los ambios en los tipos de interés.Esto se debe a que se trata de la estimaión del merado en el instante iniial paralos tipos de interés futuros.Parámetros estoástios:

wω, verosimilitud o probabilidad del esenario ω ∈ Ω.
rω
t , tipo de interés libre de riesgo en el esenario ω (en tanto por uno) y en el instante

t.
qω
t,j, la medida de riesgo alulada omo una probabilidad de inumplimiento de losativos de la lase j en el instante t, donde j ∈ J y t = t1, . . . , tk bajo el esenario

ω ∈ Ω.
zω
t,j, la tasa de reuperaión, de los ativos de la lase j en el instante t, donde j ∈ Jy t = t1, . . . , tk bajo el esenario ω ∈ Ω.

Rω
t,j , tipo de interés real (en tanto por uno) para los ativos de la lase j en el instante

t, suponiendo que se da el esenario ω. Según Hull (1989) Se alula de la siguienteforma:
Rω

t,j = rω
t +

(1 + rω
t )(1 − zω

t,j)q
ω
t,j

1 − (1 − zω
t,j)q

ω
t,j

Pω
t,i, preio unitario del ativo i en (el �nal del) periodo t,en el esenario ω, si R es eltipo de interés que hay en t y suponemos la ETTI plana (es deir, que el tipo deinterés no depende del venimiento del ativo i). Se obtiene de la forma:

Pω
t,i =

∑

t≤τ≤ti

Ci(τ)E(Rω
t,j , t, τ) : i ∈ Ij, j ∈ Jdonde E(Rω

t,j , t, τ) =
∏τ

s=t (1 + Rω
s,j · h)−1.
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P+ω

t,i , preio de ompra unitario del ativo i en (el �nal del) periodo t, en el esenario
ω, si R es el tipo de interés que hay en t y suponemos la ETTI plana. Es deir,el oste proporional unitario de ompra de un ativo al onsiderar los ostes detransaión (α).

P+ω
t,i = (1 + α)Pω

t,i

P−ω
t,i , preio de venta unitario del ativo i en (el �nal del) periodo t, en el esenario ω, si

R es el tipo de interés que hay en t y suponemos la ETTI plana. Es deir, el osteproporional unitario de venta de un ativo al onsiderar los ostes de transaión(α).
P−ω

t,i = (1 − α)Pω
t,i

CF+ω
t,i , oste �jo de ompra unitario del ativo i en (el �nal del) periodo t, en el esenario

ω, si R es el tipo de interés que hay en t y suponemos la ETTI plana. Es deir, eloste �jo unitario de ompra de un ativo al onsiderar los ostes de transaión(β).
CF+ω

t,i = β+ω
t,i Pω

t,i

CF−ω
t,i , preio de venta unitario del ativo i en (el �nal del) periodo t, en el esenario

ω, si R es el tipo de inters que hay en t y suponemos la ETTI plana. Es deir, eloste unitario de venta de un ativo al onsiderar los ostes de transaión (β).
CF−ω

t,i = β−ω
t,i Pω

t,i

vω
t,i, valor presente desontado en t de una inversión de Pω

t,i unidades monetarias delativo i realizada en t0, en el esenario ω, si el tipo de interés ambia de R a R′.Se alula omo:
vω
t,i =

∑T
l=t+1 Ci(l)E(Rω

t,j , t, l)

E(R′ω
t,j , t, tk)

: i ∈ Ij, j ∈ Jpara t = t0, . . . , tk e i ∈ I.
Dω

t , duraión de la artera en t, para t = t0, . . . , tk−1 siendo s tal que ts = t y, por lotanto, teniendo en uenta todos los bonos de venimiento ts o superior.
Dω

t =

∑

i∈I:t<tk
Zt,s+iP

ω
t,s+idi

(1 + Et0 [Rt])
s∑

i∈I Z0,iP0,i

,



XII Enuentro de Eonomía Apliada (Madrid, 4-6 Junio 2009) 11En una artera inmunizada, según el teorema de Khang (1983), el valor de Dω
ten el periodo ts y bajo el esenario ω ∈ Ω debe ser erano a tk−1 − ts, mientrasque en una artera no inmunizada será erana a la duraión de un ativo onvenimiento en tk−1, esto es dtk−1

.
M2ω

t , medida de dispersión que mide el riesgo de inmunizaión. Es bien onoido, quela naturaleza de la dinámia de los tipos de interés es muho más ompleja que laque hemos supuesto, y por tanto, las estrategias pueden fallar si la estrutura dela ETTI real di�ere muho de aquella que se ha supuesto. Esto se onoe omo elriesgo de inmunizaión.Aunque, hay varias alternativas para medir el riesgo de inmunizaión, una de lasmás aeptadas es la medida de dispersión propuesta por Fong y Vasiek (1983),onoida omo M2. Estos mismos autores probaron que minimizando esta disper-sión uadrátia, se minimiza el efeto de un movimiento distinto al supuesto en elvalor �nal de la artera.
M2ω

i

=
∑

t<ti
(t − ti)

2Ci(tr)P
ω
i (r, ti, t)

∑i
r=s+1 Ci(t)P

ω
i (r, ti, t)

(10)Variables de deisión:
X+ω

t,i , volumen de ompra del ativo i en el periodo t, en el esenario ω.
X−ω

t,i , volumen de venta del ativo i en el periodo t, en el esenario ω.
Zω

t,i, volumen del ativo i a mantener en la artera después de las transaiones reali-zadas en el periodo t, en el esenario ω.
V ω

t , valor �nal de la artera en el periodo de tiempo t, para t0 ≤ t ≤ tk, bajo el esenario
ω ∈ ω.

γ+ω
t,i , variable 0�1, que toma el valor 1 si el ativo i es seleionado para omprarlo enel periodo de tiempo t, bajo el esenario ω y, en otro aso, su valor es 0, para

t = t0 . . . tk, i ∈ I.
γ−ω

t,i , variable 0�1, que toma el valor 1 si el ativo i es seleionado para venderlo enel periodo de tiempo t, bajo el esenario ω y, en otro aso, su valor es 0, para
t = t0 . . . tk, i ∈ I.

δω
t,j , variable 0�1 que toma el valor 1 si la lase de ativos j se mantiene en la arteraen el periodo t en el esenario ω y, en otro aso, su valor es 0.



XII Enuentro de Eonomía Apliada (Madrid, 4-6 Junio 2009) 12Los onjuntos, parámetros y variables desritas anteriormente permiten de�nir unmodelo de optimizaión bajo inertidumbre, en el que inorporar distintas posibilidadespara la evoluión de los tipos de interés asi omo para las probabilidades de inumpli-miento, mediante la onsideraión de un onjunto de esenarios.4.1. Restriiones del modeloEn el periodo iniial, los ativos que forman la artera, deberán ser exátamente losque se ompran en ese instante. Es deir, se parte de una artera que se forma en elmomento iniial, no hay ativos previos en la artera:
Z0,i = X+

0,i, ∀i ∈ I (11)Además, se onsidera que el nominal y los pagos del upón no generan ostes detransaión, aunque, no sería difíil implementar esta posibilidad. Así los preios deompra de los ativos reen en un porentaje α, y los preios de venta dereen en lamisma proporión.Pero los ostes de transaión pueden no afetar tan solo de forma proporional a laantidad invertida en ada ativo, sino que también puede haber un oste mínimo portransaión (al que llamaremos β+ en las ompras y β− en las ventas) que hará que nosean rentables las transaiones muy pequeñas. En nuestro modelo supondremos que eloste �jo será asoiado a ada ativo, y será mayor uanto más ostoso sea este ativo.Por tanto, lo tomaremos en proporión no a la antidad invertida en el ativo, pero sía su preio.Para introduir estos ostes �jos, hay que utilizar variables enteras 0-1. De�nida lavariable γ+ que vale 1 si ompramos un ativo onreto, y 0 en aso ontrario, bastaríaon pagar β+pγ+ ada vez que ompremos. Y de igual forma, de�nida la variable γ−que vale 1 si vendemos y 0 en aso ontrario, bastaría on pagar β−pγ+ en ada venta.Así, la restriión que asigna la inversión iniial será de la forma:
∑

i∈I

(1 + α)P0,iX
+ω
0,i +

∑

i∈I

β+
0,iP0,iγ

+
0,i = I0 (12)Para que el volumen de ativo omprado (X+) y vendido (X−) en ada periodotenga relaión direta on el volumen de ativo que se enuentra en la artera, Z, enada momento, hay que inluir las siguientes restriiones:

Zω
t,i = Zω

t−1,i + X+ω
t,i − X−ω

t,i ,∀i ∈ I : t > ti; t = t0, . . . , tk;ω ∈ Ω (13)



XII Enuentro de Eonomía Apliada (Madrid, 4-6 Junio 2009) 13
Zω

t−1,i:t=ti
= X−ω

t,i:t=ti
,∀t = t1, . . . , tk;ω ∈ Ω (14)

Zω
t−1,i:t=ti

= X−ω
k,i ,∀i ∈ I : tk+1 ≤ ti;ω ∈ Ω (15)La euaión (13), es la euaión de balane entre periodos. Las euaiones (14) y(15) estableen la venta de ativos al �nal del HTP, bien para aquellos uyo venimientoes diho periodo �nal, omo aquellos que venen posteriormente; y por lo tanto, ladestruión de la artera.Igual que en modelo presentado en la seión anterior uno de los objetivos de estemodelo es garantizar un valor mínimo de la artera en ada periodo. Es deir, bajo adaesenario, exigiremos que el valor presente desontado de nuestra inversión en adaperiodo de timepo sea mayor o igual que el valor de la artera en t.
∑

i∈I:t<ti

Zω
t,iv

ω′

t,i ≥ V ω
t ,∀ω, ω′ ∈ Ω (16)Por otro lado, también se exige que sea una artera auto�naniada. Es deir, que elefetivo que se utiliza para omprar un nuevo ativo en ada periodo, será el obtenidode la venta los ativos, y de la rentabilidad obtenida en forma de upón de los bonosde la artera.

∑

i∈I:t<ti

((1 + α)Pω
t,iX

+ω
t,i + β+ω

t,i Pω
t,iγ

+ω
t,i ) −

∑

i∈I:t<ti

((1 − α)Pω
t,iX

−ω
t,i −

−β−ω
t,i Pω

t,iγ
−ω
t,i ) − FsX

−ω
t=ti,i

=
∑

i∈I:t<ti

ciZ
ω
t−1,i (17)Para terminar, nos deshaemos de la artera, y por tanto, el valor �nal de la arteraes el resultante de la suma entre el efetivo obtenido de la venta de los ativos, y larentabilidad obtenida de los upones que pagan los bonos:

∑

i∈I:tk<ti

((1 − α)Pω
tk ,iX

−ω
tk ,i − β−ω

tk ,iP
ω
tk ,iγ

−ω
tk ,i) + FkX

−ω
tk=ti,i

+

+
∑

i∈I:tk<ti

ciZ
ω
tk−1,i = V ω

k (18)Para que las variables de deisión γ+ y γ− que toman valores enteros 0-1 sean onsis-tentes on el modelo, éstas deberán tener relaión direta on las variables que ontrolanlas ompras y ventas. Para eso se introdue el onjunto de restriiones siguiente:
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X+

t,iγ
+ω
t,i ≤ X+ω

t,i ≤ X
+

t,iγ
+ω
t,i ,∀t = t0 . . . tk−1 (19)

X−
t,iγ

−ω
t,i ≤ X−ω

t,i ≤ X
−

t,iγ
−ω
t,i ,∀t = t1 . . . tk (20)Estas restriiones permiten además, al inversor, tomar deisiones más �exibles sobresu artera. Es deir, permiten estableer otas máximas y mínimas de inversión en adaativo. De igual forma, también se puede de�nir un número máximo de transaiones arealizar en ada periodo (N̂t), utilizando estas mismas variables:

∑

i∈I:t<ti

γ+ω
t,i +

∑

i∈ß:t<ti

γ−ω
t,i ≤ N̂t (21)Por último, para que estas variables tengan sentido, hay que asegurarse de que enun mismo periodo no se ompre y se venda el mismo ativo porque estaría impliandomuhas operaiones inneesarias. Esto se onsigue introduiendo el onjuno de restri-iones:

γ+ω
t,i + γ−ω

t,i ≤ 1,∀i ∈ I; t = t0, . . . , tk (22)Además, en nuestro aso, pretendemos difereniar los bonos según su ali�aiónreditiia (o rating). No en vano, el rating de un bono no sólo es diretamente propor-ional al preio, sino que, también está altamente orrelaionado on su riesgo. Y no esmuy difíil pensar que pueda haber inversores muy aversos al riesgo que pre�eran huirde bonos on mala ali�aión reditiia.Así, se pueden inluir restriiones que permitan deidir, el número máximo o míni-mo de elementos de un mismo grupo a inluir en la artera deseada (no inluir muhosativos arriesgados, por ejemplo). Para inluir este tipo de restriiones, se de�ne δomo una variable que toma valor 1 si hay un elemento del grupo de la artera y 0 enaso ontrario.
F t,jδ

ω
t,j ≤

∑

i∈Ij :ti≤t|T |−t

FiZ
ω
t,i ≤ F t,jδ

ω
t,j (23)También se puede deidir limitar el número de grupos distintos en la artera, me-diante la restriión:
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∑

j∈J

δω
t,j ≤ N (24)5. Modelo determinista equivalenteCuando se onsidera un número de esenarios �nito, un programa estoástio generalde dos etapas puede ser expresado en términos de las variables de deisión de la prime-ra etapa, siendo equivalente a un problema de grandes dimensiones dual angular porbloques, introduido en Wets (1966) y onoido omo modelo determinista equivalente,en adelante DEM.Bajo el onjunto de esenarios, en un primer momento, se onsidera que el objetivo esmaximizar el valor esperado de la artera. Adiionalmente, la medida de dispersión M2es introduida en el modelo penalizando la funión objetivo on ayuda del parámetroA>0. Como veremos, es posible obtener diferentes arteras óptimas dependiendo delvalor de A.

máxVt0 +
∑

ω∈Ω

tk
∑

t=t1

wωV ω
t − A

∑

ω∈Ω

∑

t∈T

∑

i∈I

M2ω
t,i Zω

t,i (25)sujeto a
Z0,i = X+

0,i,∀i ∈ I (26)
∑

i∈I

(1 + α)P0,iX
+ω
0,i +

∑

i∈I

β+
0,iP0,iγ

+
0,i = I0 (27)

Zω
t,i = Zω

t−1,i + X+ω
t,i − X−ω

t,i ,∀i ∈ I : t < ti; t = t1 . . . tk−1;ω ∈ Ω (28)
Zω

t−1,i:ti=t = X−ω
t,i:ti=t,∀t = t1 . . . tk;ω ∈ Ω (29)

Zω
t−1,j:tj=t = X−ω

tk ,i,∀i ∈ I : tk < ti;ω ∈ Ω (30)
∑

i∈I:t<ti

Zω
t,iv

ω′

t,i ≥ V ω
t ,∀t = t0 . . . tk−1;w ∈ Ω (31)

∑

i∈I:t<ti

(P+ω
t,i X+ω

t,i + CF+ω
t,i γ+ω

t,i ) −
∑

i∈I:t<ti

(P+ω
t,i X−ω

t,i − CF−ω
t,i γ−ω

t,i ) −

−FsX
−ω
t=tI ,i =

∑

i∈I:t<ti

ciZ
ω
t−1,i,∀t = t1 . . . tk−1;ω ∈ Ω (32)
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∑

i∈I:tk<ti

(P−ω
tk ,iX

−ω
tk ,i − CF−ω

tk ,iγ
−ω
tk ,i) + FkX

−ω
tk=tI ,i +

+
∑

i∈I:tk<ti

ciZ
ω
tk−1,i = V ω

k ,∀ω ∈ Ω;ω ∈ Ω (33)
F t,jδ

ω
t,j ≤

∑

i∈Ij :ti≤t|T |−t

FiZ
ω
t,i ≤ F t,jδ

ω
t,j ,

∀t = t0 . . . tk; j ∈ J ;ω ∈ Ω (34)
∑

j∈J

δω
t,j ≤ N,∀t = t0 . . . tk−1; i ∈ I;ω ∈ Ω (35)

X+
t,iγ

+ω
t,i ≤ X+ω

t,i ≤ X
+

t,iγ
+ω
t,i ,∀t = t0 . . . tk−1; i ∈ I;ω ∈ Ω (36)

X−
t,iγ

−ω
t,i ≤ X−ω

t,i ≤ X
−

t,iγ
−ω
t,i ,∀t = t1 . . . tk;ω ∈ Ω (37)

∑

i∈I:t<ti

γ+ω
t,i +

∑

i∈I:t<ti

γ−ω
t,i ≤ N̂t,∀t = t0 . . . tk;ω ∈ Ω (38)

γ+ω
t,i + γ−ω

t,i ≤ 1,∀t = t1 . . . tk−1; i ∈ I : t < ti;ω ∈ Ω (39)
0 ≤ V ω

t , 0 ≤ Zω
t,i,∀i ∈ I : t < ti;∀t = t0 . . . tk;ω ∈ Ω (40)

0 ≤ X+ω
t,i , γ+ω

t,i ∈ {0, 1},∀i ∈ I : t < ti; t = t0 . . . tk−1;ω ∈ Ω (41)
0 ≤ X−ω

t,i , γ+ω
t,i ∈ {0, 1}, i ∈ I : t ≤ ti;∀t = t1 . . . tk;ω ∈ Ω (42)

0 ≤ δω
t,j ∈ {0, 1},∀t = t0 . . . tk; j ∈ J ;ω ∈ Ω (43)(44)6. Caso de estudioUn vez introduido el modelo, es interesante ver su omportamiento. Y ver, además,si la introduión de los nuevos oneptos afeta a la validez del teorema de Khang. Esdeir, si la relajaión de las ondiiones neesarias para la demostraión de este teorema,afetan a la efetividad del resultado.Con ese �n, de�nimos un merado ompuesto por oho bonos distintos, uatro de



XII Enuentro de Eonomía Apliada (Madrid, 4-6 Junio 2009) 17ellos on una muy buena erti�aión reditiia -que podrían ser bonos del estado-, yotros uatro de alguna entidad �naniera, on mayor riesgo de rédito.i Madurez: Calif. Prob.
ti Credit. Inumplim.: qω

iAtivo 1 0.5 AAA 0.00Ativo 2 0.5 CCC 0.1979Ativo 3 1 AAA 0.00Ativo 4 1 CCC 0.1979Ativo 5 1.5 AAA 0.00Ativo 6 1.5 CCC 0.1979Ativo 7 2 AAA 0.00Ativo 8 2 CCC 0.1979i Tasa Cupón Duraión:reup.: zω
i anual: Ci diAtivo 1 0.705 4% 0.5Ativo 2 0.357 4% 0.5Ativo 3 0.705 4% 0.990243Ativo 4 0.357 4% 0.989537Ativo 5 0.705 4% 1.47101Ativo 6 0.357 4% 1.46747Ativo 7 0.705 4% 1.94257Ativo 8 0.357 4% 1.93264Suponemos, también, que el tipo de interés vigente, on pagos de upones semianua-les, es del 4%. Además, los tipos de interés pueden subir o bajar en 100 puntos básiosde un semestre a otro.Existe, además, un inversor on un HTP de 18 meses dispuesto a invertir diez milunidades monetarias en el merado desrito anteriormente. Por tanto, omo a lo largode año y medio (HTP), la omposiión de la artera se puede variar de forma semestral.Se forma la artera en t=0 (hoy) y se reajusta en t=0.5 (en seis meses), en t=1 (dentrode un año) y al llegar al periodo t=1.5=HTP (dentro de año y medio).Planteamos iniialmente un modelo estoástio de dos etapas, que nos diga ómoonstruir la artera hoy y qué haer en periodos futuros de reajuste en funión de losesenarios futuros que puedan aonteer.Se analiza a ontinuaión la soluión estoástia que se obtiene on unos ostes detransaión proporionales (α) del 0.15% y unos ostes �jos omunes para todos losativos (β) del 0.1% y suponiendo que el tomador de deisiones es averso al riesgo (esdeir, A = 0,1). Para implementar este problema se ha desarrollado un programa enC++, on ayuda de la librería COIN de IBM.
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4 %, qω

t0,i

3 %, qω
t1,i 3 %, qω

t2,i 3 %, qω
t3,i ω = 1

4 %, qω
t1,i 4 %, qω

t2,i 4 %, qω
t3,i ω = 2

5 %, qω
t1,i 5 %, qω

t2,i 5 %, qω
t3,i ω = 3Figura 1: árbol de esenarios posiblesCabe destaar que existen dos fuentes de inertidumbre, o dos riesgos, asoiados almodelo: el riesgo de tipo de interés y el riesgo de inumplimiento. Con la idea de aislarlos efetos que ada uno de ellos produe en la estrategia de inversión óptima, se pruebaprimero el resultado en un merado en el que todos los bonos son AAA, exluyendoasí el riesgo de inumplimiento del modelo. De esta forma, veremos ómo afetan losostes de transaión y el riesgo de tipo de interés a la optimalidad del resultado teórioobtenido por Khang.

ω s ts Zω
ts,1 Zω

ts,2 Zω
ts,3 Zω

ts,4 Zω
ts,5 Zω

ts,6 Zω
ts,7 Zω

ts,8 Dω
ts0 0 0 0 0 0 0 9776.22 0 208.78 1.481 1 0.5 - - 0 0 199.54 9776.22 0 206.70 1.012 1 - - - - 608.96 9776.22 0 0 0.5052 1 0.5 - - 0 0 199.39 9776.22 0 208.78 1.002 1 - - - - 610.92 9776.22 0 0 0.5003 1 0.5 - - 0 0 201.331 9776.22 0 208.78 0.992 1 - - - - 201.331 9980.63 0 208.78 0.505Se observa que en este aso, la soluión óptima se aera muho a aquella propuestapor Khang. La inlusión de ostes de transaión afeta a la optimalidad de esta estra-tegia, aunque la mejor soluión es aquella que aera la duraión lo más posible al HTP,evitando estos ostes en la medida de lo posible. A ontinuaión se resume qué ourreen el aso en el que se inluyen ativos ali�ados omo CCC por el Standard & Poors.
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ω s ts Zω

ts,1 Zω
ts,2 Zω

ts,3 Zω
ts,4 Zω

ts,5 Zω
ts,6 Zω

ts,7 Zω
ts,8 Dω

ts0 0 0 0 0 4515.55 0 0 0 8009.46 1.28291 1 0.5 - - 0 0 0 0 0 14587.1 1.28292 1 - - - - 0 4842.45 0 11000 0.8932 1 0.5 - - 0 0 0 0 0 14661.9 1.26992 1 - - - - 0 4910.32 0 11000 0.89313 1 0.5 - - 0 0 0 0 0 14737.2 1.2572 1 - - - - 0 4978.22 0 11000 0.89446La soluión óptima propuesta onsiste en invertir una gran parte de la artera en elativo de posterior venimiento y, por tanto, que ofree mayor rentabilidad, y ajustarla duraión añadiendo una parte ompuesta por el ativo que vene antes del HTP enel instante iniial.Un vez transurrido el primer periodo, la estrategia a tomar depende del esenarioque aonteza. Pero en todos ellos, la estrategia óptima onsiste en mantener el bonoon mayor duraión deshaiéndose del resto de la artera, pero reinvirtiendo en el quevene al �nal del HTP.Con la polítia de inversiones propuesta se alanza al �nal del periodo de plani�a-ión, un objetivo esperado óptimo onsistente en:
zRP = Vt0 +

∑

ω∈Ω

∑

t∈T :t>t0

ωωV ω
t − A

∑

ω∈Ω

∑

t∈T

∑

i∈I

M2ω
t,i Zω

t,i = 6806080De ualquier forma, es neesario remarar el heho de que todos los ativos en los quese invierte son aquellos on mayor riesgo (reordar que los ativos impares son los bonosdel estado, y los pares son bonos de alguna entidad �naniera). No es muy sorpren-dente dado que los ativos arriesgados son aquellos que ofreen mayores rendimientos,y la funión objetivo ontemplada no penaliza el riesgo. Además, observamos que laestrategia óptima se aleja muho de aquella propuesta por Khang. Ambos problemaspueden deberse a un inadeuado tratamiento del riesgo de inumplimiento en el modelo.En la siguiente seión se propone una forma más adeuada de tratar la inertidumbreinherente a la ali�aión reditiia de los bonos.7. Mundo averso al riesgoLa programaión estoástia tradiional es neutral al riesgo, en el sentido de que sere�ere a la optimizaión, en nuestro aso maximizaión de un valor esperado. La soluiónóptima se obtiene omo la que proporiona el mayor valor esperado de la artera. Unaténia omún para tener en uenta el riesgo en los problemas de toma de deisiones es



XII Enuentro de Eonomía Apliada (Madrid, 4-6 Junio 2009) 20onsiderar una funión objetivo media-riego, en la que se inluya un fator de riesgo enla propia funión objetivo.Es aonsejable tanto que la modelizaión media-riesgo presente buenas propiedadesomo que sea omputaionalmente viable. Dada la gran variedad de riterios, no puededeirse que exista, hoy en día, una medida de riesgo universal reomendable.En este aso, el fator de riesgo se de�ne a partir del juego que sigue. En t = 0hay una ganania segura de V0 (ya que si estuviera en inumplimiento no se ompraría)pero una vez transurrido ese periodo hay dos posibilidades: quiebra o no quiebra. Enel primer aso desapareería el bono por lo que dejaría de dar ganania. En el segundoaso seguiría on la inversión, volviendo a tener dos posibilidades: quiebra o no quiebra.De esta forma, la probabilidad de que haya quiebra en el instante t, es la misma que deque no quiebre en ninguno de los instantes anteriores, pero sí en el último. Es deir,
(

∏

s<t

(1 − qω
s,i)

)

qω
t,iEl juego se resume en la siguiente �gura para ada i ∈ I y ω ∈ Ω:

V ω
t0,i

zω
t1,iV

ω
t1,i

qω
t1,i

b

V ω
t1,i

1 − qω
t1,i

zω
t2,iV

ω
t2,i

qω
t2,i

b

V ω
t2,i

1 − qω
t2,i

zω
t3,iV

ω
t0,i

qω
t3,i

V ω
t3,i

1 − qω
t3,i

Figura 2: Valor esperado de la artera teniendo en uenta el inumplimientoPor tanto, jugando hasta el instante t1, la funión objetivo esperada será para ada



XII Enuentro de Eonomía Apliada (Madrid, 4-6 Junio 2009) 21
i ∈ I, ω ∈ Ω:

Vt0,i + qω
t1,i · z

ω
t1,i · V

ω
t1,i +

+ (1 − qω
t1,i) ·

(

V ω
t1,i + seguir jugando)En ese momento, vuelven a presentarse dos posibilidades y, por tanto,

Vt0,i + qω
t1,i · z

ω
t1,i · V

ω
t1,i +

+ (1 − qω
t1,i) ·

(

V ω
t1,i + qω

t2,i · z
ω
t2,i · V

ω
t2,i + (1 − qω

t2,i) · (Vt2,i + seguir jugando))En general, la funión objetivo a maximizar será
máx Vt0+

∑

ω∈Ω

∑

t∈T

∑

i∈I

wω

(

∏

s∈T ;s<t

(1−qω
s,i)

)

(

qω
t,iz

ω
t,i+(1−qω

t,i)

)

V ω
t,i−A

∑

ω∈Ω

∑

t∈T

∑

i∈I

M2ω
t,i Zω

t,i(45)Es deir, se maximiza el valor esperado en el onjunto de esenarios de una nuevafunión objetivo
máxVt0 +

∑

ω∈Ω

∑

t∈T

∑

i∈I

wωf(ω) − A
∑

ω∈Ω

∑

t∈T

∑

i∈I

M2ω
t,i Zω

t,idonde el nuevo término f(ω), bajo ada esenario viene dado por:
(

∏

s∈T ;s<t

(1 − qω
s,i)

)

(

qω
t,iz

ω
t,i + (1 − qω

t,i)

)

V ω
t,iy V ω

t,i representa el valor de la inversión en el i-ésimo ativo, en el instante t, bajo elesenario ω, donde se satisfae:
Zω

t,iv
ω′

t,i ≥ V ω
t,i,∀t = t0 . . . tk−1;∀w ∈ Ω;∀i ∈ I (46)Implementando esta funión objetivo para el mismo aso de estudio que en el apar-tado anterior, se obtienen los siguientes resultados:
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ω s ts Zω

ts,1 Zω
ts,2 Zω

ts,3 Zω
ts,4 Zω

ts,5 Zω
ts,6 Zω

ts,7 Zω
ts,8 Dω

ts0 0 0 0 0 0 0 2040.31 0 11000 1.421 1 0.5 - - 0 0 0 4157.29 0 10258.2 1.11892 1 - - - - 0 15157.3 0 60.7301 0.49632 1 0.5 - - 0 0 0 4157.29 0 10270.4 1.10422 1 - - - - 0 15157.3 0 30.1674 0.48963 1 0.5 - - 0 0 0 4157.29 0 10282.9 1.08962 1 - - - - 0 15157.3 0 0 0.48301En este aso, la estrategia óptima onsiste en invertir una gran parte en el ativoque vene en el HTP y ajustar la duraión invirtiendo también en aquel bono de mayorvenimiento. Una vez transurrido el primer periodo, la estrategia óptima sugiere rein-vertir asi todo en el ativo que vene en el HTP, deshaiendo poo a poo la inversiónen el otro ativo. El valor esperado de la artera en este aso es:
máxVt0 +

∑

ω∈Ω

∑

i∈I

wω

(

∏

s∈T ;s<t

(1 − qω
s,i)

)

(

qω
t,iz

ω
t,i + (1 − qω

t,i)

)

V ω
t,i −

−A
∑

ω∈Ω

∑

t∈T

∑

i∈I

M2ω
t,i Zω

t,i = 6691680Es menor a la obtenida en el mundo neutral al riesgo. Esto se debe a que en esteaso, se ha tenido en uenta la posibilidad de quiebra en algún momento. Aun así , seobserva que la estrategia óptima sigue invirtiendo en ativos arriesgados. Esto se debea que los preios de los bonos se han alulado de forma que sean ompetentes en elmerado. Es deir, se supone que dos bonos on distinto riesgo no pueden ostar lomismo, ya que en tal aso, nadie ompraría el arriesgado. Por tanto el preio de losbonos arriesgados es aquel que hae al inversor poder dudar entre ambos.Aun así, es habitual penalizar más las situaiones adversas. Por esa razón, se intro-due el peso, bω, on el que el inversor penaliza el inumplimento bajo ada esenario.
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t,i (47)De esta forma, on un bω siempre mayor que uno, se da mayor peso a la probabilidadde aída, penalizando así todas aquellas arteras arriesgadas. Considerando un inversoron bω=2 se obtienen los siguientes resultados:
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ω s ts Zω

ts,1 Zω
ts,2 Zω

ts,3 Zω
ts,4 Zω

ts,5 Zω
ts,6 Zω

ts,7 Zω
ts,8 Dω

ts0 0 0 0 0 0 0 2040.31 0 11000 1.421 1 0.5 - - 0 0 2665.08 388.849 0 11000 1.15322 1 - - - - 13665.1 0 0 76.0153 0.47622 1 0.5 - - 0 0 2665.08 388.849 0 11013.8 1.1382 1 - - - - 13665.1 0 0 37.8483 0.47133 1 0.5 - - 0 0 2665.08 414.758 0 11000 1.1222 1 - - - - 13665.1 0 0 0 0.4665En este aso, se observa que en el instante iniial (omo se ha supuesto que no hayquiebra) se invierte en aquellos de mayor rendimiento, es deir, aquellas que soportanmayores riesgos. Pero una vez transurrido este periodo, teniendo en uenta que puedehaber quiebra, se inluye el ativo seguro que vene en el HTP y poo a poo se deshaedel resto de ativos. Es una estrategia muho más aorde on los tiempos que vivimosque ualquiera de las anteriores. Sin embargo, promete un bene�io esperado menor:
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t,i = 57995608. ConlusionesA lo largo de este trabajo, se ha propuesto un modelo estoástio de seleión dearteras en un merado en el que existen ostes de transaión y bonos de distintasalidades reditiias. De esta forma, se pretende ver si los supuestos del Teorema deInmunizaión Dinámia enuniado por Khang son ruiales para su validez.Por un lado, se ha observado que la inlusión de los ostes de transaión afetaa la optimalidad de la estrategia propuesta por Khang, ya que el reajuste ontinuo dela artera que éste implia, exige unos ostes adiionales demasiado elevados. Lo ualimplia que la estrategia inmune deja de ser óptima.La inertidumbre es introduida en el modelo mediante la ténia denominada aná-lisis de esenarios. En este aso, existen dos parámetros uyo omportamiento aleatorioha de ser tenido en uenta, por una parte, la evoluión de los tipos de interés, y por otralas probabilidades de inumplimiento de las distintas entidades emisoras de los bonos.Sobre un aso de estudio de pequeñas dimensiones, se ha implementado el modeloon distintas funiones objetivo, obteniendose distintos y razonables resultados. En el
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